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Exercice 1 : (5 points) Commun a tous les candidats

1) a) Traduction d’énoncé :

La moitié des paires de chaussettes est fabriquée par le fournisseur F;, donc P(Fy) = %
Le tiers est fabriquée par le fournisseur F,, donc P(F,) = %
Le reste est fabriquée par le fournisseur F3, donc P(F3) =1 — %— % =é

5 % des paires de chaussettes fabriquées par le fournisseur F; ont un défaut ;

5 1 =y 1 _19
D P. (D) =——=— d P.(D)=1-—=—=—=
one Py (D) =706 " 20 one Py (D=1 =557
1,5 % des paires de chaussettes fabriquées par le fournisseur F; ont un défaut ;
Donc P, (D) =42 =3 done P, (D)=1———=197
2 100 200 2 200 200
Sur l'ensemble du stock, 3,5 % des paires de chaussettes ont un défaut.
35 7 120 ~ D
Donc P(D) = —2==——
100 200 F,
o g N , 19/20 _
Arbre pondéré associé a cette expérience : 1 D
3200 — D
1/3
F,
1% S
D
D

16 3/100
F;

97/100 —
D
b) La probabilité que la paire de chaussettes prélevée soit fabriquée par le fournisseur F; et

présente un défaut est égale a P(F; N D).
P(F; " D) = P(F)) x P, (D)

11
P(E, AD)=Ltx-L
(Frab) =55,

1
P(F, AD)=-L
(10)40

La probabilité que la paire de chaussettes prélevée soit fabriquée par le fournisseur F et présente

. . !
défaut est égale a —.
un défaut es egaea40

¢ P(FnD)="P(F)x P, (D)

13
P(F, A D) =L x—3_
20 D) =300
1
P(F, A D)=L
20 D) =%
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d) Fy, F, et F5 forment une partition de 1’univers, d’aprés la formule des probabilités totales :

P(D) = P(F; N D) + P(F, N D) + P(F; N D)
Soit  P(F; n D)=P(D) — P(F; N D) — P(F, N D)

P(F3mD)=L—i—L
200 40 200
1

P(F D)=—-

(F3 N D) 200

e) Sachant que la paire de chaussette prélevée est fabriquée par le fournisseur F3, la probabilité
qu'elle présente un défaut est égale a: Py (D)

P(F; n D)
P(F3)
1
200
1

6
6
200
3
100
Sachant que la paire de chaussette prélevée est fabriquée par le fournisseur Fj3, la

PF3 (D)=
PF3 (D)=

PF3 (D)=

PF3 (D)=

probabilité qu'elle présente un défaut est %

2) a) Notons X la variable aléatoire égale au nombre de chaussettes d'un lot qui présente un
défaut.

X suit une loi binomiale de parameétres n =6 (il y a 6 paires) et p = P(D) = T

200
6 ’ ’
PX=2)=| | x (lj x (@j
2 200 200
P(X =2)=0,016 au milliéme pres.

La probabilité que deux paires de chaussettes exactement d'un lot présentent un défaut est
égale a 0,016 au millieme pres.

b) On a PX<1)=PX=0)+P(X=1)
6 0 6 6 1 03 5
P(X<1)= x(ij x(&) + x(ij x(l—j
0 200 200 1 200 200
P(X < 1)=0,983au milliéme pres.

La probabilité, arrondie au millicme, qu'au plus une paire de chaussettes d'un lot présente
un défaut est égale a 0,983.
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Exercice 2 : (5 points) Candidats n’ayant pas suivi I enseignement de spécialité

1. OACD est un carré direct et A a pour affixe 1. Donc OD =1 et D est situé sur I’axe des
ordonnées avec une ordonnée négative. Donc d = — 1.

—> —> . .

OA =DCdonca—-0=c—dsoitc=a+d=1-1.

Les affixes ¢ et d des points C et D sont respectivement 1 —i et i.
2. a) r est la rotation de centre O et d'angle + g

Soit M un point d’affixe z et M” d’affixe z’ I'image de M parr.

.
x
Alors zZ’—zp=¢e?(z—2z0) aveczp =0

o a

i

o
L'écriture complexe derest z’ = e 2 z.

b) OBEF est un carré direct, donc OBF est un triangle rectangle isocele en O.
On en déduit que F est I'image de B parr.

F=1(B)
f=¢2b avec e? =i
f=ib

On en déduit que I'affixe f du point F est ib.

— —>
¢) OBEF est un carré direct donc: OB = FE.
b=e — fsoite=b+f=b+1ib
L'affixe e du point E est b(1 + i).
3. Soit G le point tel que le quadrilatére OFGD soit un parallélo gramme.

—_— —
OnaOD=FGsoit d=g —f

g=d+f
g= —1i+ib
g=ilb-1)

L'affixe g du point G est égal ai(b — 1).

e—g_b(l+i)—ib—1)_btib—ib+i_ b+i _ (b+i)(I+ib) _b+ib>+i—b

4,

c—g 1-i-ib-1 T1-i—ib+i 1—ib (1—ib)l+ib) 1+
e—g:i(b“rl):i onabien E—8=j

c—g b*+1 c—g

c—gl [c—g GC GC

e—g‘:|e—g|:@ et|i|=1donc@=1 ,on a donc GE = GC.

arg [S—E =((}—C),@)) etargi=£donc(CTC),aE>)=E.
2 2

Le triangle EGC est rectangle et isocéle en G.
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Exercice 2 : (5 points) Candidats ayant suivi I’ enseignement de spécialité

1. On se propose, dans cette question, de déterminer tous les entiers relatifs N tels que :
{ N =5(13)
N=1(17)

a) 239 =13 x 18 + 5 donc 239 = 5(13)
239=14 x 17+ 1 donc 239 = 1(17)

239 est solution de ce systéme.

b) Soit N un entier relatif solution du systéme donc :
N =5 (13) donc il existe un entier relatif y tel que N=5 + 13y

N =1 (17) donc il existe un entier relatif x tel que N=1+ 17x
N=5+13y=1+17xd’ou 4 =17x — 13y.

N peut s'écrire sous la forme N =1+ 17x =5+ 13y ou x et y sont deux entiers relatifs
vérifiant la relation 17x — 13y =4 (E).

¢)17x1-13x1=4
Un couple d’entiers solution de 1’équation (E) est (1 ; 1).

Soient (x , y) un couple d’entiers relatifs solution de (E).

17x — 13y =4

17x - 13y =17x1-13 x 1

17x — 1)=13(y - 1)
Or 17 et 13 sont premiers entre eux, donc d’apres le théoreme de Gauss :
17 divise (y — 1) et 13 divise (x — 1)

Il existe donc un entier relatif k tel que: y—-1=17k et x — 1=13k
y=1+17k et x =1+ 13k

On a démontrer que si (X, y) un couple d’entiers relatifs est solution de (E) alors il existe

un entier relatifk tel que x =1+ 13k ety =1+ 17k.

Réciproquement : pour tout entier relatif k, le couple (1 + 13k ; 1 + 17k) est solution de

(E).
Eneffet: 17x(1+13k)—13x(1+17k)=17+ 17 x 13k — 13 — 13 x 17k = 4.

Conclusion : L’ensemble des solutions dans Z* de I’équation (E) est :
{(A+13k;1+17Kk) ; ke Z}

d) N=1+ 17x et il existe un entier relatif k tel que x =1+ 13k et y=1 + 17k soit
solution de (E).
N=1+17x(1+13k)=1+17+ 17 x 13k = 18 + 221k.

Il existe un entier relatif k tel que N =18 + 221 k
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N=5(13
e) { N = 1((17)) = Il existe un entier relatif k tel que N = 18 + 221 k (question
précédente
= N=18(221)

Réciproquement :

N =18 (221) = il existe un entier relatif k tel que N= 18 + k x 221
Or221 =17 x 13 donc N=18+kx17x13
N=18+(17k) x 13
N =18(13)
N =5(13)

de méme : N=18+kx 17 x 13
N=18+(13k) x 17
N=18(17)
N=1(17)

{NES(B)
N=1(17)
N =5(13)

On a bien 1'équivalence entre N = 18 (221) et { N=1(17)

a) 1 méthode : en utilisant le petit théoréme de Fermat.
« Soit p un nombre premier. pour tout entier relatif a non divisible par p, on a :
a?'=1(p)»

17 est un nombre premier. 10 est un entier relatif non divisible par 17.
donc 10" = 1(17) s0it 10" = 1 (17).

Il existe donc un entier naturel k = 16 tel que 10=117).

2°™° méthode : avec les congruences.

10=-7(17)
10=(=7)* (17)
10% =49 (17)
10°=-2(17)
1074 = (=2)*(17)
10%=16 (17)
105=-1(17)
102 = (- 1)* (17)
10'°=1(17).

Il existe donc un entier naturel k = 16 tel que 10=117).
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~ 1()E 55(13)
b) 10'= 18 (221) @{ 10 =1(17)

Montrons qu’il n’existe pas d’entier p tel que 10” = 5(13)

«10=-3(13)

< 10*=9(13)
«10°=-27(13)=-1(13)
«10°=-10(13)=3(13)
« 10° =30 (13) =4(13)

« 10°=40(13) =1 (13)

(—3(13) sip=1(6)
9 (13) sip=2(6)
—1(13) sip=3(6)
3(13) sip=4(6)
4 (13) sip=5(6)

< 1(13) sip=0(6)

Il n’existe pas d’entier naturel p tel que 10° = 5 (13).

On en déduit que 10P =

Donc d’apres 1’équivalence de la question 1. e) il n’existe pas d’un entier naturel £ tel
que 10' =18 (221).



ASIE Juin 2009 Série S Corrigés Page 7 sur 11

Exercice 3 : (6 points) Commun a tous les candidats
Partie A : existence et unicité de la solution

1. La fonction f'est la somme sur ]0 , + oo[ des fonction x —— X et x —— In X, toutes deux
dérivables sur ]0 , + oof.
Donc par somme la fonction fest dérivable sur |0 , + oof.
Pour tout x de ]0 , + oo : f’(x)=1+l=1+X
X X
Sur ]0,+eo[:x>0et1+x>0,doncf’(x)>0.
La fonction fest donc strictement croissante sur |0 , + oof.

2. lim_x=0 et lim Inx=-o0 donc par somme lim f(x)=—
x—0 x—0 P x%Of()

lim x=+owo et lim Inx=+o0 donc par somme lim f{x)=+
X —>+ o X —>+© X —>+®©

Sur 0, + o[, la fonction f'est continue (car dérivable) et strictement croissante a valeurs dans
J=o0 5+ ool

0 €]— o0 ; + o[, donc d’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, 1’équation
f(x) =0 admet une unique solution notée o appartenant a l'intervalle |0 , + oof.

3. En utilisant la calculatrice on a : f@) =-0,19<0 et fH)=1>0

Donc f@ <0<f1) soit f@ <f(0) A1)

Comme fest strictement croissante sur ]J0, + o[, ona : %ﬁ a<l.

Partie B : encadrement de la solution o

1. Etude de quelques propriétés de la fonction g.

a) Les fonctions x —— 4x et X —— In x sont dérivables sur ]0 , + oo[.
Donc par somme la fonction x —— 4x — In x est dérivable sur ]0 , + oo[.
Donc la fonction g est dérivable sur ]0 , + oof.

4 1

X _4x-1
Pour tout x de ]0 , + oof : ‘x)=—=— =
our tout x de ]0, [ g '(x) 5 =
Sur 10, + o[, 5x > 0 donc le signe de g '(x) est le méme que celui de 4x — 1.
x-1<0&x>1 4x-1=0ox=1 4x-1>0x>1

4 4 4

Donc :

Sur } 0; i[ g’(x) est négative, donc g est décroissante
Sur }% 5+ o0 |: g’(x) est positive, donc g est croissante

Pour x = %, g est admet un minimum.
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b) Comme g est croissante sur :|i ;+ 0 |: , alors pour tout nombre réel x appartenant a
l'intervalle B, 1:| ,ona g 6) <gx) < g(l).

1 2+1In?2 1 4
=22 _054> = N==<1
g@ 5 , 5 g(l) 5

Donc : %Sg(x)Sl

Pour tout nombre réel x appartenant a l'intervalle B R 1:| , g(x) appartient a cet intervalle.

¢) soit un nombre réel x appartenant a l'intervalle ]0 , + oof.
x solution de (E) Inx=-x

x+Inx=0
Sx—4x +lnx=0 (x=5x—4x)
—4x +Inx=-5x
4x —Inx =5x
4x—Inx _

5
gx)=x

gt 8 00208¢0¢Q

Un nombre réel x appartenant a l'intervalle |0 , + o[ est solution de I'équation (E) si et
seulement si g(x) = x.

, . 1
2. a) Montrons par récurrence que, pour tout entier natureln, —<u, < upy < 1.
2

Initialisation : Ug = 1 etu;=g(uy)=g (l) =0,54 > 1
2 2 2
%S w< u<l. La propriété est vraie au rang 0.
Hérédité : Supposons la propriété vraie a un rang n et démontrons la au rangn + 1 :

lSun§ Upt < 1.
Comme g est croissante sur i ; + 00 |: ona:
¢ @ < o(un) < glunsr) <g(1)

Sg(%)funﬂ <Up <g(1)<1

La propriété est vérifiée au rangn + 1.

Conclusion : la propriété est vérifiée au rang 0, elle est héréditaire, donc :

Pour tout entier naturel n, %5 Up < Uy <1.
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b) Pour tout entier naturel n, %S Uy < upe; < 1, donc la suite (u,) est croissante est majorée par

1, donc elle converge vers une limite £ .

Comme u,+; = g(u,) et que la fonction g est continue sur ]0 ; + oo[, alors la limite £ vérifie
L=g(0).

D’apreés la question 1.¢) :

¢ vérifie £ = g(L) si et seulement si { est solution de (E).
si et seulement si £ est solution de Inx =—x
si et seulement si L estsolutiondex +Inx =0
si et seulement si £ est solution de £ (x) =0
si et seulement si L=a

Donc la suite (u,) converge vers o.
3. Recherche d'une valeur approchée de o

a) A l'aide de la calculatrice, une valeur approchée de u,g, arrondie a la sixiéme décimale est :
uyp = 0,567124

b) On admet que u o est une valeur approchée par défaut & 5 x 10™* prés de o donc :
up<a<ug +5x 107

0,567124 < 0.<0,567124 +5 x 10~*
0,567124 < 0.< 0,567624

Un encadrement de o sous la forme u <o <v ou u et v sont deux décimaux écrits avec trois
décimales est : 0,567 < a < 0,568.
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Exercice 4 : (4 points) Commun a tous les candidats
1. Question 1

y+2y=6y =-2y+6
x_ 6

Les solutions de cette équation sont les fonctions de la forme Ce =Ce ™ +3 ou C est

un réel.

On détermine C a I’aide de la condition initiale /' (0) = 1.
A0)=Ce’+3=C+3=1.DoncC=— 2.
fix)=—2e > +3

Réponse (1) : ix)= — 2e > +3

2. Question 2

Soit un triangle ABC et I le point tel que 2 B+1IC= 6

2IB+1C = 6 alors I est le barycentre du systéme {(B,2) ; (C,1)}.

Supposons que G soit le barycentre du systéme {(A,1),(B,2),(C,1)}

Par associativité du barycentre, G est aussi le barycentre du systeme {(A, 1) ; (I,3)}.
Donc G, A et I sont alignés.

Réponse(3): {(A,1),(B,2),(C,1)}

3. Question 3

Le plan P d'équation cartésienne : x — 3y +2z = 5 a pour vecteur normal E (1;-3;2).
Pour que H soit le projeté orthogonal de A sur P, il doit appartenir au plan P et A_ﬁ doit étre

colinéaire 4 n.
H, n’appartientpas a P :eneffet3 — 3 x (— 1) +2x4=3+3+8=14 %5,

— -6 -3 — o, .7
AH,(2;—-6;—-3) et—3 Tdonc AH; n’est pas colinéaire a n.

— — > A
AH; (1 ; — 3;2)donc AH3 =n, les vecteurs sont colinéaires.

Réponse (3): H3,0,1)
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4. Question 4

m= 11_()“‘01

Orsur[0; 1]

)

1+x°

0<x<l1

0<x*<1
1<1+x2<2
1.1
27 1+x2

1 | !
—dej dxé'[
2 0 14x2 0

L <m<1x1
2

lSmfl.

! dX:J.1 ! 5 dx.

car la fonction carré est croissante sur [0 ; 1].

car la fonction inverse est décroissante sur [1 ; 2]

1 dx

Dans les 3 réponses proposées, seule g est comprise entre % et 1.

Réponse (2): %



