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EXERCICE 1 5 points
Commun a tous les candidats

Partie A

1. La loi suivie par la variable aléatoire X prenant pour valeur le nombre de moteurs tombant en
panne est une loi binomiale de parametres n =20 et p =0, 12.

20
Onap(X=2)= ( ) ) x 0,122 x (1-0,12)%72 =190 x 0,12% x 0,88° = 0,27403 =~ 0,274 21073 pres.
2.0nap(X>1)=1-p(X=0)=1-0,882"=0,9224 ~ 0,922 2 1073 pres.

Partie B

1 1
1. Onap(Y<1) =f Ae Mdx = [—e_’lx]oz—e_l+1= l-e1=0,12 < e 1=0,88
0

—-A=1n0,88 (par croissance de la fonction logarithme népérien) <= -1=-0,1278 <—
A=0,128 21073 pres.

2. Onap(Y>3)=1-p(Y<3)=1 —fs 0,128 0128 dxx = 1 — [~ O128¥]0 = 1 - (—e 0128X3 1) =
e %84 20,6811 ~0,681 21073 pres. ’

3. Ona py>1(Y >4) = py>1(Y >1+3) = p(Y > 3) puisqu'on a une loi exponentielle sans vieillisse-
ment, soit environ 0,681.

u'(x) Ae™ px) = x

u(x) e Y = 1

Toutes ces fonctions étant continues car dérivables sur R., on peut in tégrer par parties :

4, a. Posons{

¢ 1 f 1 1
F(t):[—xe‘“] +f e Mdx=|-xeM——e M| =—te M- —eMi0+-=
0 0 A A
1 1
F(f)=———e M_yte M,
€3] 171
b. ¢ lim e =0;
[—+o00
e lim te M =0;
t—+00

1
Donc par somme de limites : lim F(¢) = —.
t—+00 A

1
Comme 1 =0,128 = 1 ~7,8125~=7,8.
Donc d,, =7,8.
La durée moyenne de vie d’'un moteur est légérement inférieure a 7 ans et 10 mois.

EXERCICE 2 6 points
Commun a tous les candidats

Partie A - Etude du signe d’une fonction
1. f somme de fonctions dérivable sur ]0; +oo[ est dérivable et sur cet intervalle :
4
"(x) =2x+—.
f(x) x

4
Comme x>0=2x>0 et— >0, ondéduit que f’'(x) > 0.
X

La fonction f est donc strictement croissante sur ]0 ; +ool.
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. lin}) x*=0et lirr(1)41nx = —o00; par somme de limites, on a lirr(l) f(x) = —o0.

X— X— X—
Laxe des ordonnées est donc asymptote verticale a la courbe représentative de f au voisinage de
zéro.

. .4 .. .
e lim x*=+occet lim —=0; par somme de limites, ona lim f(x) = +oo.
X—+00 X—+00 X X—+00

2. Lafonction f continue car dérivable croit sur]0; +oo[ de —oo a +co. Elle réalise donc une bijection
de ]0; +ool sur R; donc tout réel, en particulier 0 a un antécédent unique dans ]0 ; +ool.

1l existe donc a réel supérieur a zéro tel que f(a) =0.
3. Dela question précédente résulte le signe de f(x) :

e si0<x<a: f(x)<0;

e six=a: f(x)=0;

e sia<x: f(x)>0.

Partie B - Une valeur approchée du réel a défini dans la partie A

12 1.2 . . . PP
L. gx)=x <= e 1" =x < —7x° = Inx (par croissance de la fonction logarithme népérien, les
deux membres étant supérieurs a zéro) <= ixz +Inx=0 < x*+4lnx=0 < fx)=0.
On a vu que 'unique solution de cette équation est le réel positif @. Donc a est aussi 'unique
solution de I'équation g(x) = x.
2. Voir plus bas. On peut conjecturer que la suite converge vers la solution de I'équation g(x) = x
dans R} c’est-a-dire a.
3. Apreés avoir entré la fonction g dans la fonction y; (x) (calculatrice TI), on entre
0,5 Entrée
y1(ANS(1)) Entrée
puis Entrée Entrée Entrée, ..., on obtient :
up =0,5,u1 =0,939413, uy = 0,802018, uz = 0,851455, us = 0,834232, us = 0,840309, ug = 0,838174,
u7 = 0,838925.

Le plus petit entier n pour lequel les trois premieres décimales de u, et u,+; sont identiques est
donc n =6.

Puisqu’on a supposé que ug < a < uz, on adonc 0,838174 < a < 0,838925.
Donc 0,838 est une valeur approchée de a 2 1073 prés.
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Partie C - Un probleme de distance

1. Avec M(x; 2Inx), ona OM? = x2 + 2In x)? = x% + 4(In x)2.
Comme x2 >0 et 4(Inx)%2 >0, on a OM?2 > 0.
Donc OM = v/ x2 +4(In x)2.
2. a. hsomme de fonctions dérivables sur ]0 ; +oo[ est dérivable et sur cet intervalle :

W) = 24 8l x L = 2x g gBF L 248y 2(x*+diny) 2/
X X

x x X
Comme x > 0, le signe de A’ (x) est celui de 2 (x) , donc celui de f(x) qui a été étudié dans la

partie A. Conclusion :
e si0< xa:h'(x) <0:lafonction & est décroissante sur [0; a;
e six>a:h'(x)>0:lafonction h est croissante sur |« ; +ocol.

b. Le résultat précédent montre que la fonction - a un minimum k(«). La fonction définie par
x— OM = vh(x) ales mémes variations que la fonction h, donc un minimum en a.
Conclusion : il esiste un point unique de (I') A(a ; 2In @) tel que OA < OM pour tout point M
de (I') distinct de A.

2
3. La tangente T, ala courbe (I') au point A a pour vecteur directeur (1; ¢'(@)) = (1 ; —).
a

La droite OA a pour vecteur directeur OA (a; 2Ina).
4lna _ a’+4Ina

2
Le produit scalaire de ces deux vecteurs est égala: 1 x a + — x2lna=a +
a a

On a vu dans la question précédente que f(a) = a® +4lna = 0 donc le produit scalaire est nul, ce
qui montre que la la droite (OA) est perpendiculaire a la tangente Tx.

EXERCICE 3 4 points
Commun a tous les candidats

Lespace est muni d'un repere orthonormal (O, 7, 7, k )
Partie A - Restitution organisée de connaissances
Partie B - Questionnaire a choix multiples

1. a. Lespoints A, B, C définissent le plan P. Faux 2 — 1 + 3 = 0 est faux.
b. Les points A, B, D définissentle plan P D(-1; 4; 2)e P < —2—-4+6=0:vrai;
E(—l ;10 1et E(—Z ;2 1 2), donc AD = 2AB : les points A, B, D sont alignés : ils ne
définissent pas un plan.
c. E(1;5;1)eP < 2-5+3=0:vrai.
E (0; 3; 1) n'est pas colinéaire aE’ . Conclusion les trois points A, B et E définissent le plan
P.
2. a. Unvecteur directeur de la droite D a pour cordonées (—1; 1; 1).
Un vecteur normal au plan P a pour cordonées (2 ; —1 ; 3). Ces deux vecteurs ne sont pas
colinéaires, donc D n’est pas perpendiculaire au plan P
b. Le produit scalaire des deux vecteurs précédents est égal a: —2—1+ 3 = 0, donc la droite D
est parallele au plan P.
Le point de D correspondant a ¢ = 0, donc de cordonnées (1; 0; 2) n'appartient pas a P
(2+6 =0 est fausse), donc la droite D est strictement parallele au plan P.
c. Onvient de voir que c’est faux.
3. Ladistance de Q au plan P est égale a:
_ [2x2-5+3x1]| 2
24+ (-1)2+32 V14
2

T =< ——.
2 4 Jie V14

La distance du point Q au plan P est supérieure au rayon de la sphere : I'intersection de la sphere
S et du plan P est donc vide.
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EXERCICE 4 5 points
Enseignement obligatoire
2-i-i 2-2i 1-i (1-DA-i) 1-1-2i

1. Onazg = = = = = =
B otiti 2+2i 1+i (+1)1-1) 1+1

. / . x+iy_i . . . . . 2 2 .
2. Avecz#1,z=2 — x+1y=?y+i — (x+iy)(x—-iy+i)=x+iy—-i <= x*+y "—y—xyi+
Vi Tt iy Y T Fryr-y =
Yi=x+iy—-i <<= x“+y " —y+ix=x+iy-i < X R S
2, .2 — _ 2 _ - —
{(y—l) +y°—-y = y-1 (:){Zy 3y+1 = y-1 _
X = y-1 X = y-1
2 _ - 2 _ — 12
{Zy 4y+2 = 0 (:){y 2y+1 = 0 (:){(y ) =0 —
X = y-1 X = y-1 X = y-1
y =1
x = 0

Cette solution n’est pas valide (z = i), puisque par définition z # .
Conclusion : la transformation n’a pas de point invariant.
3. a OnaZz+i=Zz+—-i=z+(—i) = z—1i. (le conjugué d’'une somme est égal 2 la somme des conju-
gués.)

VAT A bk z-i_z-i
b. D’apres I'égalité précédente : z' = — =
Z+1 z—1

:3|Z,|=

——|= ——= = 1 puisque le module

d’'un complexe est égal a celui de son conjugué.
Conclusion : |Z/| =OM' =1.
Tous les points images appartiennent au cercle trigonométrique, centré en O et de rayon 1.
z—1
c. De méme I'égalité z’ = — donne pour les arguments :
z—1i
z—1 - — — — — — — —
arg(z') =arg(:) — (u ; OM’) =(u ;AM)— [—(u ;AM)] :2(14 ;AM).
z—1i
d. On a vu que le point M’ appartient au cercle trigonométrique; il suffit de trouver un des
arguments.
D’apres la question précédente, on peut doubler 'argument de z —i sur le cercle centré en A
de rayon 1 et en reportant cet argument sur le cercle trigonométrique. Voir la figure.

(d)
M

b4
4. a. Voirla figure : droite contenant A et faisant un angle de 5 avec 'axe des abscisses.

b. On avu que si M est un point de la droite (d) distinct de A, un argument de son image M’ est
7
égalea2x —=—.
6 3
On a aussi démontré que OM' = 1.

Limage de la droite (d) est donc réduite au seul point du cercle trigonométrique d’argument

T i
3 c’est le point d’affixe €'3.
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EXERCICE 4 5 points
Enseignement de spécialité

1. a. On sait que I'écriture complexe d'une symétrie orthogonale est de la forme z' = az + b, a et
b étant deux nombres complexes.
b. Les deux points A et B sont invariants par la symétrie orthogonale d’axe (AB), donc
140i = a(l-0)+b 1 = a+b
{ 6+i = al6-1)+b { 6+i = al6-D)+b
5+i B BG+i)B+ID) B

c. Pardifférence des deux équations précédentes,ona5+i = a(5-i) < a= - = - ~ =
5-1 (B+D(B-1i)

25—-1+10i B 12 +5i

.D’ou en remplagant dans la premiére équation :

25+1 13
12+5i 1-5i
b=1-a=1- = .
13 13

Conclusion : 1a symétrie orthogonale d’axe (AB) a pour écriture complexe :
_— (12+5)z+ ! (1-5i)
7 =— z+ —(1-5i).
13 13

d. Avecz=x+iyetz =x'+iy/,ona:
1 1 1 1
Z = —(12+5i)z+ —(1-5i) < x'+iy' = —(12+5i)(x—iy) + — (1 —5i) d’ol1 en identifiant
13( ) 13( ) y 13( J(x—1iy) 13( )

parties réelles et parties imaginaires :

, 12 5 1 , 1

X = —=Xx+—=y+— x = —12x+5y+1)
13 13 13 — 13

I = 5x 12 > = 1(5x 12y -5)

A T EE AT YT 13 y

2.  a. M(x; y) appartient a & si et seulement si I'ordonnée de M’ est nulle soit %(Sx —-12y-5) =
0= 5x-12y-5=0 < 5(x—1) =12y.

b. Légalité 5(x— 1) = 12y montre que 5 divise 12y, et étant premier avec 12, il divise y. Il existe
donc un entier k tel que y = 5k.

Onadonc5(x—1) =12y < 5(x—1)=12x5k < x—-1=12k < x=1+12k.
Conclusion : & est 'ensemble des points de coordonnées (1 + 12k ; 5k) ou k est un entier
relatif

3. a. x'estunentier donc 12x+5y + 1 est un multiple de 13 ou 12x+5y+1=0 [13](1).
Or12=-1 [13]doul2x=-x [13], douenremplacand dans (1) —x+5y+1=0 [13]et
enfinx=5y+1 [13], y étant lui aussi un entier.

b. Soit 5x—-12y-5=505By+1)—12y -5 [13] ou encore 5x—12y -5 =13y [13] c’est-a-dire
5x—12y—5=0 [13] ce qui signifie que 5x— 12y —5 est un multiple de 13 et donc que y’ est
lui aussi un entier.

4. Avec x =2, les cordonnées de M’ sont entiéres si et seulement si :
{ 24+5y+1 = 0 [3] (:}{ 5y+25 = 0 [3] (:}{ 25y+125 = 0
10-12y-5 = 0 [13] 5-12y-5 = 0 [13] 10-24y = 0 [13]
(par somme) y+135=0 [13] < y=-135 [13].
Comme —135= -5 [13], on obtient finalement y=-5 [13].
Conclusion : y =13k -5, avec k€ Z.
Les points de coordonnées (2 ; 13k —5) ont des images a cordonnées entieres.
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